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Gruppeniibung 2

Definitionen
Eine Funktion f : R” — R heif3t
e positiv definit wenn f(0) = 0 und f(x) > 0 fiir x € R”\ {0},
e positiv semidefinit wenn f(0) = 0 und f(x) > 0 fiir x € R”\ {0},

negativ definit wenn — f positiv definit ist,

o negativ semidefinit wenn — f positiv semidefinit ist und

indefinit wenn f weder positiv noch negativ definit ist.

[ heiBt radial unbeschrankt, wenn | f(x)| — oo fiir ||x|| — oe.

Aufgabe 1 Bestimmen Sie, ob die folgenden Funktionen V' : R” — R positiv definit, negativ definit oder inde-
finit sind. Zeichnen Sie die Niveaumengen N, := {(x1,x2) € R?|V(x{,x2) = ¢} der Funktionen. Sind die
Funktionen radial unbeschrinkt? Testen Sie gegebenenfalls ob Sie die Funktion durch die Addition einer

Konstante positiv definit machen kdnnen.

a) V(x1,x2) :=x3 — 2x1x2 + x3.
Losung:

Aus dem binomischen Lehrsatz folgt unmittelbar ¥ (x1,x2) = (x; — x2)% > 0 fiir (x1,x2) # 0, damit
ist die Funktion positiv semidefinit. Die Niveaumengen sind Parallelen zur Hauptdiagonalen. Die
Funktion ist nicht radial unbeschrénkt, so gilt z.B. fiir die Folge {&,},eny mit &, = (x,,30) = (1, 1),
dass |&,| — oo fiir n — o, aber V(&,) = 0. Anschaulich iiberlegt man sich, dass die Funktion auf
den Niveaulinien konstant bleibt, d.h. wenn man entlang einer Niveaulinie gegen unendlich strebt, so
strebt die Funktion sicher nicht gegen unendlich.

@1

K2 Wi 0 1

Abbildung 1: Niveaulinien Aufg. 1a)

b) V(x1,x2) := x% —X1X2 —l—x%

Lésung:



Positiv definit, da V (x) = (x; — %xz)z + %x% > 0 fiir x # 0.
Alternative: Die Funktion ¥ (x1,x;) kann als Quadrik im R? aufgefasst werden, es ergibt sich:

_1
Vixi,x) =x" ( 11 12 )xmitxz (x1x2)".
T2
P —
=4

Eine quadratische Form dieser Art ist genau dann positiv definit, wenn die Eigenwerte von A4 po-
sitiv sind. Die Eigenwerte kann man entweder ausrechnen oder man sieht Spur(4) =2 > 0 und
det(4) = % > 0. Da die Spur die Summe und die Determinante das Produkt der Eigenwerte ist, gentigt
das im Zweidimensionalen schon um die Positivitéit beider Eigenwerte zu gewahrleisten. Damit sind
die Niveaumengen Ellipsen. Um die exakte Form der Niveaumengen zu bestimmen muss man die
Eigenvektoren der Matrix A bestimmen.
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Abbildung 2: Niveaulinien Aufg. 1b)

o) V(x) = ef’+’
Losung:

Die Funktion ist nicht positiv definit, da 7(0,0) = 1 # 0. V(x1,x2) kann modifiziert werden zu
17()(1,)(2) = ex12+x22 —1.

Vis positiv definit, denn 17(0) =0und x% +x§ is positiv definit und die Exponentialfunktion ist streng
monoton wachsend und positiv. Weiterhin folgt aus der Monotonieeigenschaft der Exponentialfunk-
tion und der radialen Unbeschranktheit von x3 4 x3 dass auch ¥ radial unbeschrankt ist.

Die Hohenlinien sind in Abbildung 3 dargestellt.

Aufgabe 2 Sei V : R” — R definiert durch 7 (x) := x’ Px, wobei P eine quadratische, symmetrische Matrix ist.
Welche Eigenschaften muss P erfiillen damit V" positiv definit ist. Geben Sie eine Methode an um diese
Eigenschaft bei einer konkreten Matrix zu iiberpriifen.

Losung:

Eine quadratische Form wie V' ist genau dann positiv definit, wenn die Matrix P positiv definit ist. Dies
ist, da P als symmetrisch angenommen wurde, genau dann der Fall, wenn alle Eigenwerte A; von P positiv
sind:

Symmetrische Matrizen haben rein reelle Eigenwerte, die algebraische und geometrische Vielfachheit
stimmt {iberein, d.h. jedes x € R” kann als Linearkombination von Eigenvektoren geschrieben werden:
x = Yj_; vk Zusitzlich weill man, dass die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal
sind. Damit ergibt sich:

k=1

T n r n n T n n 2 7
XIPx={ Y o | PY o=, ogvi” Y oyvy =Y ey P v vy
k=1 =1 k=1 =1 =
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Abbildung 3: Niveaulinien Aufg. 1c)

Um es praktisch nachzupriifen, ob eine Matrix positiv definit ist, kann man auch die Hauptminoren priifen.
Sind alle Hauptminoren positiv, so ist die Matrix positiv definit. Bisweilen wird diese Aussage als Sylves-
terkriterium bezeichnet.

Aufgabe 3 Bestimmen Sie fiir folgende Systeme die Stabilitdtseigenschaften (lokal asymptotisch stabil, lokal
exponentiell stabil, global asymptotisch stabil, global exponentiell stabil, exponentiell stabil) des Ursprungs
x = 0. Verwenden Sie hierzu V' (x) = %xz. Welche Aussagen erlaubt die Linearisierungsmethode?

a)

b)

x=—x3,x(0) = xo
Losung:

V' ist positiv definit und radial unbeschrénkt.

D.h. ¥(x) < 0 fiir x # 0 und damit folgt aus der zweiten Methode von Lyapunov die globale asym-
ptotische Stabilitdt des Ursprungs.

9
ox

Somit ist mit Hilfe der Linearisierung keine Aussage moglich (da Eigenwert bei 0). Es folgt allerdings,
dass der Ursprung nicht exponentiell stabil sein kann.

f(x)]x=0 = 3x%|x=0 = 0.

x=x%,x(0) =xo
Losung:
Lyapunov:
V(x)=x
Weil V indefinit ist, ist keine Stabilititsaussage mit dem Lyapunov-Theorem méglich. Die Linearisie-
rung liefert

0
af(x) |x=0 = 2xl)c:O =0,

also ist hier auch keine Aussage moglich, auBer, dass der Ursprung nicht exponentiell stabil ist. Al-

DF|x=0 =



lerdings kénnen wir die Gleichung direkt integrieren:

dx 2
E =X
dx
1 x(t)
e
X1y
X0
)=
x( ) 1—1xo
D.h. die Losung wéchst fiir xo > 0 in endlicher Zeit unbeschrénkt (endliche Entweichzeit), damit ist
der Ursprung instabil.
c) x=—(e"—1),x(0) =x
Losung:

V ist positiv definit und radial unbeschrankt.
V(x) =xx=—x(e"— 1),

also ist /7 < 0 fiir x # 0 und damit ist der Ursprung global asymptotisch stabil. Die Linearisierung
liefert

0
gf(x)h:o = —€'|x—0=—1,

und somit folgt aus der Linearisierung die lokale exponentielle Stabilitét.

Alternative: Im eindimensionalen Fall kann man sich leicht Gedanken tiber die Stabilitdt von Differen-
tialgleichung machen indem man die Funktionswerte des Vektorfeldes betrachtet: Positive Funktions-
werte entsprechen der Anderung in die positive Koordinatenrichtung, negative entsprechend negativer
Anderung. Siehe Abbildung 4

.
T 0st

~—_

Y
A

L L L
1.0 0.5 0.5 1.0

Abbildung 4: Richtungsfeld zu Aufg. 3¢)

Aufgabe 4 Sei f(x) : R — R und %—; < 0 fiir alle x € R und f(a) = 0. Wir betrachten
X = f(x),x(0) = xo.

a) Bestimmen Sie die Ruhelage des Systems.
Losung:
Aus f(a) = 0 folgt, dass x; = a eine Ruhelage ist. AuBerdem weil man wegen 3—1 < 0, dass die
Funktion streng monoton féllt. Damit kann es keine andere Nullstelle geben. Also auch

0=f(x) ©xs=a

b) Transformieren Sie das System so dass die Ruhelage in 0 liegt.
Losung:

Als Transformation wéhlt man z = x — a, dann ergibt sich

i=z=f(x)=f(z+a).



<)

d)

Mit g(z) = f(z+ a) erhilt man
=g(z).
Fiir g(z) gilt: % < 0 fiirallez € R, da

Jg 8_f d(z+a)

dz 0z Jdz
~—
<0 =1

Untersuchen Sie das transformierte System mit Hilfe der Linearisierungsmethode auf Stabilitét.
Losung:

0
$g|::0 <0.

Damit ist z; = 0 lokal stabil.

Eigentlich kann man an dieser Stelle keine Aussage iiber das globale Verhalten machen, allerdings
ist das Problem eindimensional. Analog zum alternativen Losungsweg von Aufgabe 3c¢) liberlegt man
sich dann, wie das Richtungsfeld aussieht. Offenbar geht g durch den Ursprung und ist wegen der
Monotonie fiir negative z positiv, fiir positive z entsprechend negativ. Insbesondere hat die Funktion
keine anderen Gleichgewichtspunkte, da g keine weiteren Nullstellen hat, das Richtungsfeld kann
daher nicht 'umdrehen’ da der Ubergang von positiver in negativer Richtungsinderung ’Stillstand’
also einen Gleichgewichtspunkt benétigt. Daher kann in diesem eindimensionalen Sonderfall durch
lokale Stabilitét auf globale Stabilitdt geschlossen werden, im allgemeinen ist das jedoch falsch!
Untersuchen Sie das transformierte System mit Hilfe einer quadratischen Lyapunov-Funktion V' auf
Stabilitét.

Losung:

Der Ansatz erfolgt mit V' (z) = %, und es ergibt sich
V(z) = zz = zg(z).

Fall1:z2>0=V(z) <0daz>0undg(z) <O0.

Fall2:z< 0= V(z) <0daz<0undg(z) > 0.

Weil V' radial unbeschrénkt ist, ist z; = 0 global asymptotisch stabil.

Untersuchen Sie das transformierte System mit Hilfe der Funktion (nach Krasowskii) V' (x) := g(x)?
auf Stabilitdt, dabei ist g das transformierte Vektorfeld.

Losung:

Mit befolgen der Kettenregel der Differentiation ergibt sich

d _d _ 9g(=(t))* 9g(=(1)) d=(1)
@ G0) = geCOY =5y Yo a
=2%()  =¢(z) —=80)
Also:
V(z) =2g(z)? @ <0.
>0 -
<0

Da V = g° positiv definit ist, ist z, = 0 lokal asymptotisch stabil. Allerdings ist nicht sichergestellt,
dass VV = g” auch radial unbeschrinkt ist, daher ist eine Aussage iiber globale asymptotische Stabilitt
nicht so einfach moglich.

Untersuchen Sie das transformierte System mit Hilfe der Funktion V' : R — R definiert durch V' (x) :=
— Jo g(s)ds auf Stabilitit. Wie oben bezeichnet, ist g das transformierte Vektorfeld.

Losung:

Mit o P
e /0 g(s)ds = —g(x)
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ergibt sich:

Da g (z) < 0, existiert fiir jedes € > 0 ein d > 0, sodass Vz > €: g(z) < —dundVz < —¢: g(z) > d.
Damit ist V' radial unbeschrénkt und z; = 0 ist global asymptotisch stabil.

Aufgabe 5 Gegeben sei das System
X1 = —x13 + 2x1x2
Xy = —X12 — X.

Bestimmen Sie eine geeignete Lyapunov-Funktion 7 (x1,x;) und weisen Sie die Stabilitdt des Ursprungs
nach.

Losung:

Der Standardansatz fiir Lypunovfunktionen ist meistens ein sum of squares Ansatz: V = % (ax)>+bx2?) >0
fiir alle positiven a, b.

V=VV-x
= axi (—X13 + 2x1x2) + bXQ(—X12 —XQ)
_ 4 g2 o2
= —ax;" —bxy" + (2a—b)x1"x, < 0
Setzt man z.B. b = 2a, dann ist /' negativ definit und ¥’ = Jx;2 +x,2. Wegen der radialen unbeschrénkt-

heit von ¥ ist der Ursprung folglich global asymptotisch stabil. Abbildung 5 zeigt das Phasenportrait des
Vektorfeldes um den Ursprung.



